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Einfiihrung Gruppentheorie

Definitionen: Gruppen, Untergruppen, Normalteiler

Beispiele: Quaternionengruppe Q, Z/mZ

Definitionen: Gruppenhomomorphismus, Kern ker(y)
Beispiel: Z — Z/mZ

Definitionen: Automorphismus, innerer Automorphismus, Aut(G),
,konjugiert* als Aquivalenzrelation, Zentrum Z(G)

Untergruppenkriterium, erzeugte Untergruppe (g), konjugierte Unter-
gruppen

Beispiele: G =7Z: (1)=7Z, (2,3)=7Z

zyklische Gruppen und deren Eigenschaften, Ordnung eines Elements,
Eigenschaften, kleiner Fermat

zyklische Gruppen als homomorphe Bilder von Z

Definitionen: Links-/Rechtsnebenklassen, Nebenklassen, Index |G : U]
Satz von Lagrange: U < G = |G| =|U||G : U|

Folgerungen, Beispiel Z;

Homomorphiesatz, 1. Isomorphiesatz, 2. Isomorphiesatz

kanonischer Homomorphismus 7 : G — G/N
Beispiel: orthogonale Gruppe, SO(n) <O(n), O(n)/SO(n) = {*1}

Anwendung in Vektorrdumen
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. n
e Definitionen: Auferes direktes Produkt [ G}, inneres direktes Produkt,
i=1
deren Zusammenhang, Sétze

e Anwendungen in der Elementaren Zahlentheorie:

— ggT(m,n) =1 = Z/mZ ~ (Z/mZ) x (Z/mZ)

— m = [[p¥ Primfaktorzerlegung: Z/mZ ~ [[Z/p}'Z

— Chinesischer Restsatz
e Gruppenstruktur auf direktem Produkt, kanonischer Projektor
e in der Ubung bearbeitet:

— Normalteiler, |G| =n€ N5y = [Aut(G)||(n —1)!
— Aut(G) bestimmen fiir Zy, Zs X Zs, Zr
— ker(y),im(y) fur nichttriviale ¢ : GL,,(C) — C*

— Homomorphismus Zq4 — Zg

2 Abzihlende Gruppentheorie

e Operation einer Gruppe auf einer Menge

e Definitionen: Bahn/Orbit eines Elements, Fixgruppe/Stabilisator
e Bahnengleichung

e Beispiele zur Anwendung der Bahnengleichung:

— Diedergruppe, Berechnung |D,,| = 2n
— Abzdhlung am regelméfigen Seckseck, Bahnen unter Dg
— Anzahl von unnumerierten Graphen auf einer Menge {1, ..., p}

— Sétze fiir |G| =Primzahlpotenz
e in der Ubung bearbeitet:

— Operation der Kleinschen 4er-Gruppe, Bahnen/ Stabilisator/ Ver-
tretersystem/ Fixpunkte bestimmen
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— Automorphismengruppe regulires Fiinfeck /Tetraeder/Wiirfel
— Operation SLy(R) auf H; Transitivitat, Stabilisator von ¢

— Operation SU(1,1) auf D; Transitivitiat, Stabilisator von 0

— Operation SLy(Z) auf ‘H; Bahn von i, Fundamentalbereich T’

e aufsteigende Zentralreihe, Ausschopfung, Einfachheit von Gruppen

e absteigende Zentralreihe

3 Symmetrische / Alternierende Gruppe

e Symmetrische Gruppe S,,:

— r-Zykel, Transpositionen

— Beispiel: Kleinsche Vierergruppe als Permutationsgruppe betrach-
tet

— injektiver Homomorphismus ¢ : S, — Sy,41

— Spa1 als disjunkte Vereinigung von Nebenklassen fi1(S,),. ..,
fnJrl(p(Sn)

— |S,| = n!

— jede Permutation ist Produkt von Transpositionen
— Signatur von Permutationen sgn( f)

— Beweis Homomorphie sgn(f) : S,, — {£1}

_ Sgn(f) — (_1)Anzahl Transpositionen in f

— gerade/ungerade Permutationen

e die alternierende Gruppe A, :

— Al =% (n>2)

— ist Normalteiler in .S,,,

— enthélt alle 3-Zykel

— Satz: fiir n > 5 ist A,, eine einfache Gruppe
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4 Normal- und Kompositionsreihen

e Definitionen absteigende Gruppenkette, normale Gruppenkette, Fakto-
ren der Reihe, Normalreihe, abelsche/zyklische Normalreihe

e Verfeinerung einer Gruppenkette
e Aquivalenz von Normalreihen
e Definition Kompositionsreihe

e Lemma und daraus folgenden Satz (Otto/Schreier): Je zwei Normal-
reihen besitzen dquivalente Verfeinerungen

e jede Normalreihe einer endlichen Gruppe 148t sich zu einer Kompositi-
onsreihe verfeinern

e Korollar (Jordan/Hélder): je zwei Kompositionsreihen sind dquivalent
e Definition Kommutator [a, b], Kommutator-Untergruppe K (G)

— Satz iiber Eigenschaften von K(G)
— induktiv: K™™(G) = K(K™(G)), ,auflésbare Reihe*

— ¢ € Aut(G) : p([a,B]) = [¢(a ) p(b)], (K(G)) = K(e(G))
— K(G), K™(G) sind Normalteiler

e Definition auflosbare Gruppe
e Satz: Charakterisierung Auflésbarkeit
e Definitionen: Sequenzen von Gruppen, exakte Sequenzen

— kurze exakte Sequenz

— splittende Sequenzen
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5 Grundbegriffe der Ringtheorie

e Definitionen assoziativer Ring, kommutativer Ring, Ring mit Eins
e Beispiele: Endg(V'), Abb(X, R), RP, direktes Produkt von Ringen
e Definition Ringhomomorphismus, Bild und Kern eines Ringhom.

e Definition Unterring, Satz iiber Kriterium Unterring

e Definitionen Linksideal, Rechtsideal, Ideal
Beispiel: (Z,+,-) : mZ sind die Ideale in Z fiir m € Ny

e Bemerkung: triviale Ideale (), R; Korper enthalten nur triviale Ideale

e Urbilder von Idealen sind Ideale, Bilder von Idealen unter surjektiven
Homomorphismen sind Ideale

e Definition Faktorring bzw. Restklassenring modulo Ideal

e kanonischer Restklassen-Epimorphismus 7: R — R/I, x+— x+ 1
e Homomorphiesatz, 1. und 2. Isomorphiesatz

e Anwendungsbeispiel: Z/nZ x Z/mZ = Z/nmZ, n,m € Z, (n,m) =1
e der Durchschnitt einer Familie von Idealen ist wieder ein Ideal

e Definition und Charakterisierung erzeugtes Ideal

e Definition Hauptideal

e Adjunktion eines Einselementes

e Produkt und Summe von Idealen

e Definition Einheitengruppe (Menge der invertierbaren Elemente)
e Definition Schiefkorper, Nullteiler, einfacher Ring

e Beispiel R = Endk(V), Links-/Rechts-Invertierbarkeit
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6 Maximale und Prim-Ideale

e Definitionen maximales Ideal, lokaler Ring, Prim-Ideal, Integritétsring,
Hauptidealring

e Beispiel Z als Hauptidealring, maximale und prime Ideale in Z
e Beispiel Z,) als Hauptidealring, lokaler Ring

e Zur Mengentheorie:

— Definitionen Halbordnung, vollstdndige Ordnung, obere Schranke,
maximales Element, induktiv geordnete Menge

— Beispiele: (R, <), (R,>), Potenzmenge PB(M) mit Mengen-
Inklusion: Vereinigung als obere Schranke, Durchschnitt als untere

Schranke

— Beispiel: C mit lexikographischer Ordnung, sowie Ordnung auf
Geraden durch Nullpunkt

— Lemma von Zorn: starke und schwache Version, Beweis ihrer
Gleichwertigkeit

— Erwadhnung Auswahlaxiom als weitere Version

e Anwendung des Zornschen Lemmas: Ringe mit 1 besitzen maximale

Ideale
e fiir ein Ideal I in R ist dquivalent: [ ist maximal < R/ ist ein Korper
e Jedes Ideal I & R liegt in einem maximalen Ideal

e Sei R kommutativ mit Eins:

— Rist lokal < R/R* ist ein Ideal
— I # R sei Ideal; es ist dquivalent:

x [ ist Primideal
x R\ I ist multiplikativ abgeschlossen
« R/I ist ein Integritdtsring
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e Lokalisierung:

— Voraussetzungen: R kommutativer Ring, H C R multiplikativ ab-
geschlossene Teilmenge, ohne Nullteiler in R

— Definition der Aquivalenzrelation ~ auf R x H, AqXklassen r//h

— Definition der Addition auf R x H (Wohldefiniertheit, Nachweis,
daB (R x H,+) abelsche Gruppe)

— Definition der Multiplikation auf R x H (Wohldefiniertheit, Asso-
ziativitéit, Kommutativitéit, Einselement)

— Nachweis Distributivgesetz

— R X H/ ~ ist kommutativer Ring mit Eins: Schreibweise RH !

— a:R— RH™', x+ zu//u ist unabhingig von v und injektiver
Ringhomomorphismus

— «a(h) mit h € H ist invertierbar in RH !, Inverses: h//h?

— ¢ R — S Ringhomomorphismus, ¢(h) mit h € H sei invertierbar
in S. Dann 3¢ : RA~' — S Ringhomomorphismus mit ¢ (a(r)) =
o(r)Vr € R.

— Beispiele:

e Konstruktion von Q := Z(Z*)~! als Lokalisierung von Z bzgl.
Z\ {0}

e Zy als Lokalisierung an Primideal pZ

e Q(R) := RH! als Quotientenring (H Menge aller Nichtnull-
teiler)
wenn R Integritétsring, dann H = R\ {0}, Q(R) ist Quoti-
entenkorper
Enthélt K den Integritdtsring R (im Sinne injektiver Einbet-
tung), dann auch den Quotientenkorper Q(R).

— Bemerkungen:

e Verallgemeinerung der Lokalisierung unter Zulassung von
Nullteilern

e Universelle Eigenschaft, Folgerung: (RH™! «) ist eindeutig
festgelegt
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(D

(1)

Aufbau des Zahlsystems

N als bekannt vorausgesetzt (Axiome!)
Definition einer Relation auf N x N: (a,b) ~ (¢,d) : & a+d=b+c¢
N x N/ ~ ist abelsche Gruppe

neutrales Element: a//a (unabhingig von a)
inverses Element zu a//b ist b//a
N x N/ ~ enthélt N iiber die injektive Abbildung a — (a + 1) //1

Definition einer Multiplikation auf N x N/ ~
(a//b)(c//d) := (ac + bd)//(ad + bc)

priifen: Wohldefiniertheit, Ringeigenschaften

Multiplikation aus N auf eindeutige Weise fortgesetzt

Wir erhalten den Ring Z.

Konstruktion von Q:
Q=Q7Z)=Zx7*] ~
Konstruktion von R:

iitber Cauchy-Folgen, das Ideal der Nullfolgen ausfaktorisiert

bis zur Definition der Norm, Ordnung, Vollstindigkeit (Beweis iiber-
gangen)
total geordnet, archimedisch.

Ubergang zu C:
Nachweis: (X?+1) ist maximales Ideal in R[X], betrachten den Kérper

RX]/(X*+1)={a+ 87 |a,B €R}
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8 Teilbarkeit in Integrititsringen

e Schreibweise a | b< Jc € R:b=ac

e clementare Teilbarkeitsregeln, ..., a |b< (a) Db
e Definition assoziiert: a ~ b < Ju € R* :a =bu

e Definitionen: p ¢ R* U {0} : p heifit

— prim:p|lab=p|aVp|b
— unzerlegbar: p=ab=a € R*Vb e R*

e Satz: wenn p ¢ R* U {0}, dann

(1) p prim < (p) Primideal
(2) p unzerlegbar < (p) maximal unter allen Hauptidealen

(3) p prim = p unzerlegbar
e Def. Hauptidealring: ist Integritétsring, und jedes Ideal ist Hauptideal

e Korollar: in HIR ist p prim < p unzerlegbar. Ist a # 0, dann ist (a)
Primideal < (a) maximales Ideal

e Definition gemeinsamer Teiler, grofiter gemeinsamer Teiler
e Satz: in HIR existiert ggT, d ist ggT(ay,...,a,) < (d) = (ay,...,a,)
e Korollar: in HIR dry,...,r, € R:d=ria; + ...+ rpa,

e Satz iiber die bis auf Reihenfolge bzw. Assoziiertheit eindeutige Zerle-
gung in Primelemente in Hauptidealringen

e Definition faktorieller Ring

e Satz iiber Aquivalenz von faktoriell und Zerlegbarkeit in prime bzw.
unzerlegbare Elemente

e Satz: jeder Hauptidealring ist faktoriell

e Definition euklidischer Ring

e Satz: jeder euklidische Ring ist Hauptidealring

e R ist euklidisch = R ist HIR = R ist faktoriell = R ist IR

Umkehrung ist im Allgemeinen nicht richtig.

Stefan K., http://www.algebral.de Seite 9



9

10

Einige Beispiele

Quadratische Zahlkérper Q(v/n), Z > n # 0,1 quadratfrei

Definition Normabbildung

N:Q(vn) —Q
r+yyn — a?—ny?

Eigenschaften

Z[y/n], Einheiten darin

Satz: Z[/n] ist euklidisch fir n = —1,—-2,2,3

Korollar: Der Ring der ganzen gaufischen Zahlen Z[i] ist euklidisch
Einheiten, Primelemente in Z][]

Satz von Fermat iiber die Zerlegung einer Primzahl in zwei quadra-
tische Summanden

Z[/—5] als Beispiel fiir einen Integrititsring, der nicht faktoriell ist

Polynomringe

Definition Ring der formalen Potenzreihen R[[X]]
(kommutativer Ring mit Eins)

Ringeigenschaften, Schreibweise als Funktionen sowie als formale Reihe
Definition Ring der Polynome R[X]

Definitionen Gradfunktion, Leitkoeffizient, Begriffe normiert und irre-
duzibel

Eigenschaften der Gradfunktion

Division mit Rest in R[X]
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e Korollar: fiir kommutativen Ring R mit Eins ist dquivalent:
R ist Korper < R[X] ist euklidisch < R[X] ist HIR

e Korollar: fiir Korper K

— KI[X] ist faktoriell, jedes f # 0 148t sich bis auf Reihenfolge ein-
deutig als f = ¢p1...px, ¢ € K,p; normiert und irreduzibel,
schreiben

— wenn f € K[X] irreduzibel ist, dann ist K[X]/(f) ein Korper

e Satz: Rsei IR, f € R[X], degf = n. Dann hat f hochstens n verschie-
dene Nullstellen. Fiir jede Nullstelle o € R ist x — « ein Teiler von f
in R[X].

e Definition Inhalt I(f) = ggT(aq,...,a,)
e Satz von GauB: R faktoriell, f,g € R[X]\ {0} : I(fg) =1(f)I(g)

e Universelle Eigenschaft des Polynomrings

11 Das Gaufische Lemma

e Lemma: R sei kommutativer Ring mit Eins und P Primideal von R
= P[X] ist Primideal in R[X]

e Satz: Sei R faktoriell, K der Quotientenkérper von R, f € R[X]\{0}.
Sei f = gh eine Zerlegung mit g,h € K[X]. Dann existieren a, 3 €
K,c e R mit

(i) ag=:g1, Bh=:h1, g1, € R[X],
(i) f=-cgih1, g¢1,hs primitiv

e Korollar: f € R[X]| unzerlegbar = f in K[X] irreduzibel

e Korollar: f € R[X], f ¢ R*U {0} primitiv. f sei in K[X] irreduzibel
= fin R[X] prim, insbesondere unzerlegbar

e Satz: R faktoriell = R[X;, ..., X,,] faktoriell

e Irreduzibilitatskriterium von Eisenstein, Beispiele X™ — b, Zf;& Xt
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Moduln

Definition (unitérer) R-Modul
Beispiele: abelsche Gruppe als Z-Modul, g R, Vektorraum, gV

Definitionen R-Untermodul, zyklischer Modul, Faktormodul, Modulho-
momorphismus

Analog zu Gruppen: Kern und Bild unter Modulhomomorphismen sind
Untermodule, Homomorphie- und Isomorphiesétze gelten analog

Definition Torsionselement, torsionsfreie Moduln
Satz: R Integritétsring = Tor(zM) ist R-Untermodul von g M

Definition einer Darstellung ¢ : R — End(M), M abelsch, R Ring,
unitédre Darstellung

Satz:
(1) M sei (unitdrer) R-Modul. Dann definiert die Abbildung

¢: R — End(M)
e(r)(m) ==rm VYreRmeM

eine (unitire) Darstellung.

(2) M sei abelsche Gruppe, ¢ : R — End(M) eine (unitire) Darstel-
lung. Dann definiert

RxM — M
(r,m) —p(r)(m) VreRmeM

eine (unitdre) Modulstruktur.

Satz: [[,.; rM; ist R-Modul, [, ; rM; ist R-Untermodul, es gelten
universelle Eigenschaften

Definitionen freie endliche Familie (m;) (R-linear unabhéngig), beliebi-
ge freie Familie, R-Basis, freier R-Modul

Freie Moduln iiber Integritédtsring sind torsionsfrei

Torsionsfreie Moduln sind nicht notwendig frei. Beispiel: QQ ist torsions-
freier Z-Modul, doch je zwei Elemente aus Q sind Z-abhéngig
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e idquivalente Charakterisierungen fiir: zp M ist frei mit Basis S
e hat zpM endliche Basis S, dann xkM =[] o Rs
e Beispiel fiir freien R-Modul mit Basen verschiedener Méchtigkeit

e Satz: R sei kommutativ mit Eins, kM ein freier unitdrer R-Modul.
Dann haben alle Basen gleiche Lénge.

e Definition Rang von g M als Méachtigkeit einer R-Basis (R kommutativ
mit Eins, M unitér und R-frei)

e Satz: pN sei Untermodul von pM, (R beliebig mit Eins), gpM/gN
sei freier R-Modul. Dann existiert ein R-Untermodul g N’ von pM mit
rM = g N @ rN'.

e Satz: Jeder unitdre R-Modul ist homomorphes Bild eines freien R-
Moduls.

13 Tensorprodukte

e Definition Rechtsmoduln, Bimoduln, Schreibweisen fiir die Kategorien
e Definition balancierte Abbildung

e Definition Tensorprodukt (7', ¢) als Quotient F//H, Schreibweise T =
M ®@r N

e Universelle Eigenschaft

e Rechenregeln:

(m1+m2)@n =min+me@n
m® (ng+ny) =men; +m®eng
mr@@n =mQirn

speziell mM®0=0®0=0®n Vme N,ne N
e Satz iiber die eindeutige Bestimmtheit des Tensorprodukts

e Satz: M € sModg, N € gMod = M®grN € sMod mit s(m®n) =
(sm)®@n
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e symmetrische Aussage: M € Modgr, N € gRMods = M ®r N €
Modg mit (> m; @ n;)s => m; ® > n;s

o Weitere Eigenschaften:

— Sei M € rMod. Dann ist M € Mod gop.
Speziell: ist R kommutativ, so ist M ®z N ein R-Modul

— Seien M € Modg, N € gMod, dann sind M € goprMod, N €
Modgerr und es gibt einen Gruppenisomorphismus

M@RN —>N®ROPPM
Smi@n; — Y. n; @m;

— Seien L € Modgr, M € gpModg, N € sMod. Dann ist L g M €
Modg, M ®s N € gMod und es gibt einen Gruppenisomorphismus

(LopM)®s N = L®g(M®gsN)

— Rr M =M mittels r®n— rm

e Satz:

(1) Seien M € Modg, N; € gRMod, i € I. Dann gilt

M ®n (@N) ~ @M@RNZ-

el icl
(2) Sei N € Modg, frei mit Basis (u;);c;. Dann gilt
M®r N = @M@RRui
~ @M

el

(3) Sei M € Modg, M" ein R-Untermodul von M, N € gpMod und N
sei frei. Dann ist die Abbildung

M’@RN ‘—>M®RN
mn —men

injektiv.
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e warnendes Beispiel:
R=7 und M =2Z/2Z,N = 7Z/3Z unitére Z-Moduln.

zeM :2x=0
yeN :3y=0

1@y =3(z0y)—2rxvY)
=x®3y)—(22)®vy
=0
= M ®r N = {0}

e Satz: Seien M, M’ € Modgr, N,N' € gMod, und f : M — M’, g :
N — N’ seien R-Modulhomomorphismen.

Dann gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus

f®g: MRrN— M Qr N’

f®g<zmi®ni> = f(m) @ g(ny).

Folgerung 1: Sind f, g R-Modulisomorphismen, dann ist f® g ein Grup-
penisomorphismus mit Inversem f~!® g~!.

Folgerung 2: ist f : M — M’ ein R-Modulisomorphismus mit Inversem
f~t: M’ — M, dann ist

M®N = M & N.
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14 Moduln iiber Hauptidealringen

e Sei K ein Korper, K[X] ist Hauptidealring.
Sei V ein Vektorraum, A € Endg (V).

Dann wird V' ein K[X]-Modul durch
f@) v = f(A)w) YoeV.

e Satz: Sei R ein Hauptidealring, F ein freier endlich erzeugter R-Modul.
Sei M < F ein R-Untermodul.

Dann ist auch M frei mit Rang(M) < Rang(F').

e Satz: Sei R ein Hauptidealring, M ein endlich erzeugter unitarer R-
Modul.

Wenn M torsionsfrei ist, dann ist M frei von endlichem Rang.

e Satz: Sei R ein Hauptidealring, M ein endlich erzeugter unitirer R-
Modul.

(1) Tor(M) ={m € M | 3r # 0 : rm = 0} ist ein endlich erzeugter
R-Modul.

(2) M = F & Tor(M), wobei F frei von endlichem Rang ist.
D.h. M wird eindeutig charakterisiert durch Rang(#") € N und Tor(M).

Tor(M) ist der Torsionsuntermodul, endlich erzeugter Untermodul.

e Bezeichnung: M, = {m € M | In(m) : "™ =0} fiir 7 € R
— M, = {0} ist moglich

— M, ist ein Untermodul

Beispiel: R =C[X]|, M =V (V ist C-Vektorraum)

A€ Endc(V) f(z)-m= f(A)m

x(x)-v=0 Yv eV (xist charakteristisches Polynom)
V' ist Torsionsmodul.

Primelemente in C[X]: lineare Polynome,
m=X—-qa;, m)=(A-aqld)(v)
Vi, #{0} < «; Eigenwert von A
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e Satz: Sei R ein Hauptidealring, M ein unitédrer endlich erzeugter R-
Modul und M sei Torsionsmodul. (d.h. M = Tor(M))

(1) Es existieren Primelemente 7y, ..., 7, € R mit

Jedes M, ist endlich erzeugt. ,»Primirzerlegung*

(2) Sei m € R ein Primelement mit M, # {0}.
Dann existiert ein ¢ € {1,...,t}, so dal 7 ~ ;.

e Satz: Sei R ein Hauptidealring, M ein unitérer endlich erzeugter R-
Modul, 7 € R prim, 7" M = 0.
Dann existieren s > 0 und nq,...,ns < n, so dafl

M =P R/(x").
i=1
(entspricht Jordanblécken)

e Bemerkung: (7) sei Primideal. Dann kann man lokalisieren mit H :=

R\ (), bilde Ring RH 1.
Jedes Element von H operiert invertierbar auf M.

Universelle Eigenschaft der Quotientenstruktur: RH ! ist lokaler Ring
mit maximalem Ideal (7).
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